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Аңдатпа
Мақалада мектеп геометрия курсын оқыту барысында «векторлық әдістерді» оқытудың негізгі 

әдістемелік ерекшеліктері баяндалады. Оқушылардың векторлық әдісті меңгерудің тиімділігін арттыру 
үшін, векторлық әдіс пен координаталық әдістер арасындағы байланыстарға талдау жасалды. Мектеп 
курсында қарастырылатын вектор сабақтарының көлемдері көрсетіле отырып, векторлық әдісті қолдана 
алгебралық және геометриялық есептерді шығаруға мысалдар қарастырылды. Векторлық әдістің даму 
тарихына қысқаша шолу жасалды.

Мақала студенттерге, мектеп мұғалімдеріне, әдіскерлерге, барша қызығушыларға ұсынылады.
Кілт сөздер: вектор, векторлық және координаталық әдіс, векторлық кеңістік, сызықтық алгебра, 

аффиндік есептер.
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Аннотация
В данной статье рассматриваются основные методические аспекты преподавания "векторных 

методов" в рамках школьного курса геометрии. С содействием анализа взаимосвязей между векторным и 
координатным методами стремится повысить эффективность обучения студентов векторному подходу. 
Приведены примеры решения алгебраических и геометрических задач с использованием векторного 
метода, демонстрируя объем учебного материала, представленного в школьном курсе. Также представлен 
краткий обзор истории развития векторного метода.

Статья рекомендуется студентам, учителям школ, методистам и всем заинтересованным лицам. 
Ключевые слова: вектор, векторно-координатный метод, векторное пространство, линейная 

алгебра, аффинные задачи.
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METHODOLOGICAL FEATURES OF TEACHING THE VECTOR METHOD 
IN A SCHOOL GEOMETRY COURSE 
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Abstract
The article describes the main methodological features of teaching “vector methods” in a school geometry 

course. In order to increase the efficiency of teaching students the vector method, the connections between the 
vector method and coordinate methods are analyzed. Examples of solving algebraic and geometric problems using 
the vector method were shown, showing the scope of vector studies covered in the school course. A brief overview 
of the history of the development of the vector method is given. The article is recommended for students, school 
teachers, methodologists and all interested parties.

Key words: vector, vector-coordinate method, vector space, linear algebra, affine problems.

Кіріспе
Университет курстарында векторды енгізу әдетте векторлық (сызықтық) кеңістік 

жағдайында аксиоматикалық түрде жүзеге асырылады. Осы курстарды оқуға дайындалу 
үшін мектеп математикасында функционалдық деңгейде векторлармен жұмыс істеу 
тәжірибесін алу, есептерді шешуде векторларды пайдалану дағдыларын меңгеру өте 
маңызды. Бұл үшін мектептегі геометрия курсы кең мүмкіндіктер береді. Біріншіден, 
вектор көбінесе мектеп оқулықтарының көпшілігінде бағытталған сызық кесіндісі 
ретінде геометриялық түрде анықталады. Бұл тәжірибе көрсеткендей, кез келген 
математикалық ұғыммен алғаш әрекеттесу кезінде үлкен мәнге ие болатын «вектор» 
ұғымының және векторлармен операциялардың қарапайым және көрнекі 
түсіндірмелерін беруге мүмкіндік береді. Екіншіден, басқа әдістермен салыстырғанда 
векторларды пайдалану оңайырақ және әмбебап түрде шешілетін (немесе дәлелденетін) 
көптеген геометриялық есептер (теоремалар) бар.

Геометрия сабақтарында геометриялық есептерді шешудің векторлық әдісі мен 
координаталық әдіс арасындағы байланыс атап өтіледі. Бір қызығы, координаталық 
әдіспен шешілетін геометриялық есептің векторлық әдіс бойынша шешімі ұқсас болады 
және өз кезегінде есептің кез келген векторлық шешімі координаталық түрде өрнектелуі 
мүмкін.

Материалдар мен әдістер
Жазықтықтағы координаттар жүйесімен таныстыру мектеп математика курсының 

бастапқы сыныптарында шамамен 5-6 сынып деңгейінде болады. Негізгі мектептегі 
алгебра курсының бөлігі ретінде жазықтықтағы координаттар жүйесі функциялар мен 
олардың қасиеттерін зерттеуге, теңдеулер мен теңсіздіктерді графикалық шешуге 
арналған маңызды құрал мәртебесін алады. Алгебрада және анализ бастамаларында бұл 
координаттар жүйесі туындыларды, интегралдар мен олардың қосымшаларын зерттеуде 
әмбебап құралға айналады. Бұл курстарда Ox және Oy координаталар осьтерінде бірдей 
ұзындық бірліктері бар Oxy тікбұрышты координаталар жүйесі қолданылады. Мұндай 
координаталар жүйесі планиметрияда да бар және мұнда координаталар векторлары 
ортогональ және бірлік ұзындығы болады. Стереометрияны зерттегенде тек тікбұрышты 
координаттар жүйесі де кеңінен қолданылады.

Фигураның геометриялық қасиеттері оны зерттеу үшін таңдалған координаталар 
жүйесіне қарамастан өзгермейтінін ескеру керек. Осыған байланысты координаталық
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әдісті қолданғанда фигураның геометриялық сипаттамалары әдетте оның инварианттары 
деп аталады. Барлық сценарийлерге сәйкес келетін зерттелетін фигураның координаттар 
жүйесін таңдау бойынша әмбебап ұсыныстар беру мүмкін емес сияқты. Координаталар 
жүйесін оңтайлы таңдау дағдысы үлкен тәжірибе мен зерттеушілік қабілеттерді талап 
етеді.

«Вектор» термині алғаш рет ғылыми әдебиеттерде 19 ғасырдың ортасында 
көрнекті математиктер Г. Грассман мен ирландиялық У. Гамильтонның еңбектерінде 
пайда болды. Векторлық есептеуге оның заманауи келбетін 19 ғасырдың аяғында 
американдық физик Д.В. Гиббс пен ағылшын физигі О. Хевисайд берді. 20 ғасырдың 
басында векторлар математика мен физиканың әртүрлі салаларында интегралды зерттеу 
құралы болды.

Геометрияда 1918 жылы шыққан неміс математигі Г. Вейлдің «Кеңістік, уақыт, 
материя» кітабы векторлық формализмнің дамуына айтарлықтай әсер етті. Бұл 
жұмыстың кіріспе тарауында «нүкте» және «вектор» ұғымдарына негізделген евклид 
геометриясының аксиоматикасы берілген және олардың арасындағы байланыс векторды 
нүктеден кейінге қалдыру операциясы арқылы орнатылады. Вейл тәсілі таңғажайып 
өнімді болып шықты, ол минималды өзгертулермен әртүрлі евклидтік емес геометриялар 
мен олардың көп өлшемді жалпылаулары үшін аксиоматиканы құруға мүмкіндік берді.

1940 жылдары векторлық алгебра кеңестік жоғары математикалық білім берудің 
білім беру бағдарламасының міндетті компоненті мәртебесіне ие болды. Содан кейін 
1960 жылдары векторлар бірінші рет орта мектептегі геометрия курстарына енгізілді.

Сандар мен әріптік өрнектер сияқты векторлар да қосу және алу, векторды санға 
көбейту және векторларды скалярлық көбейту сияқты алгебралық операцияларға 
бағынады. Сонымен, белгілі бір амалдармен жүретін векторлар жиыны алгебраны 
құрайды, оны векторлық алгебра деп атайды. Бұл алгебра өзінің мәні бойынша дәстүрлі 
мектеп алгебрасына қарағанда геометрияға жақынырақ, өйткені векторлар да, олармен 
орындалатын амалдар да геометриялық түсініктерге негізделген. Сондықтан векторлық 
алгебраны қолдану геометриялық есептерді шешудің жаңа, әмбебап әдісін береді деген 
үміт ақталды.

Векторлық әдістің негізгі идеясы, кез келген алгебралық тәсіл сияқты, 
геометриялық есептің шарттары мен қалаған нәтиже алдымен алгебралық тілде, бұл 
жағдайда векторлық алгебраны қолдану арқылы өрнектеледі. Нәтижесінде есептің 
векторлық моделі құрылады. Геометриялық есептерді векторлық әдіс арқылы тиімді 
шешу үшін векторлардың көмегімен негізгі геометриялық объектілерді бейнелеу және 
олардың арасындағы негізгі байланыстарды векторлық алгебра тілінде сипаттау 
дағдысын меңгеру қажет.

Ең бастысы - геометриялық объектілерді және олардың байланыстарын алгебралық 
векторлық өрнектерге түрлендіру мүмкіндігі. Дегенмен, кері процесс - алгебралық 
векторлық қатынастарды геометриялық объектілерге және олардың қатынастарына 
қайта түсіндіру мүмкіндігі бірдей маңызды. Осылайша, алгебралық векторлық 
қатынастардың геометриялық интерпретациясын құру дағдыларын меңгеру 
геометриялық есептерді шешуде векторлық әдісті сәтті қолданудың құрамдас бөлігіне 
айналады.
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М ек т еп т егі гео м ет р и я  к ур сы н да  вект о р л а р ды  о қы т у әд іст ем есі
9-сы нът т а «ВЕК ТО РЛ АР» т арауы н оқыту:

№ Оқу материалының мазмұны Сағ. саны
2. Жазықтықтағы векторлар 16
1. Вектор ұғымы. Коллинеар векторлар. Вектордың ұзындығы (модулі) 

және бағыты. Векторлардың теңдігі.
1

2. Векторларды қосу және оның қасиеттері. Векторларды азайту. 2
3. Векторды санға көбейту. Векторлардың коллинеарлық критерий. 

Векторды санға көбейтудің қасиеттері.
2

4. Жазықтықтағы векторды екі коллинеар емес векторлар бойынша 
жіктеу.

1

5. Тікбұрышты координаталар жүйесіндегі векторлар. Вектордың 
координаталары.

2

6. Векторлардың арасындағы бұрыш. Вектордың координаталық 
осьтердегі проекциялары.

1

7. Векторлардың скалярлық көбейтіндісі. 2
8. Тікбұрышты координаталар жүйесінде түзудің әртүрлі берілу 

тәсілдері.
2

9. Есептерді шешуде векторларды қолдану. 2
10. Жиынтық бағалау. 1

[7]

Ж а р а т ы л ы ст а н у-м а т ем а т и к а л ы қ  б а гы т т ш ы  1 0  сы н ы п  гео м ет р и я  курсы н ы ң  
к ү н т ізб ел ік -т а қ ы р ы п т ы қ  ж о сп а р ы н а н  үзін д і:

№ Оқу материалының мазмұны Сағ. саны
5. Кеңістіктегі координаталар және векторлар 17
1. Кеңістіктегі тікбұрышты координаталар жүйесі. Кесіндінің ортасының 

координаталары. Екі нүктенің арақашықтығы.
2

2. Кеңістіктік геометриялық фигуралардың теңдеулермен және 
теңсіздіктермен берілуі. Жазықтықтың теңдеуі.

3

3. 5-бақылау жұмысы. 1
4. Кеңістіктегі векторлар. Компланар және компланар емес векторлар. 

Векторды үш компланар емес векторлар бойынша жіктеу.
3

5. Кеңістіктегі вектордың координаталары. Координаталары берілген 
векторларға амалдар қолдану.

2

6. Координаталары берілген векторлардың скалярлық көбейтіндісі. 
Векторлардың скалярлық көбейтіндісінің қасиеттері.

2

7. Есептерді шешуде векторларды қолдану. 3
8. Жиынтық бағалау. 1

[7]



74
М. Қозыбаев атындағы СҚУ Хабаршысы /

Вестник СКУ имени М. Козыбаева. № 4 (60). 2023

Қ огам ды қ-гум анит арлы қ багы т т агы  10-сынып геом ет рия курсының  
күнт ізбелік-т ацы рът т ы ц ж оспары нан үзінді:

№ Оқу материалының мазмұны Сағ. саны
4. Кеңістіктегі координаталар және векторлар 9

1. Кеңістіктегі тікбұрышты координаталар жүйесі. Кесіндінің ортасының 
координаталары. Екі нүктенің арақашықтығы.

2

2. Кеңістіктегі векторлар. Компланар және компланар емес векторлар. 
Векторды үш компланар емес векторлар бойынша жіктеу.

2

3. Кеңістіктегі вектордың координаталары. Координаталары берілген 
векторларға амалдар қолдану.

1

4. Координаталары берілген векторлардың скалярлық көбейтіндісі. 1
5. Есептерді шешуде векторларды қолдану. 2
6. Жиынтық бағалау. 1

[7]

Нәтижелер мен талқылау

Геометриялық және алгебралық есептерді шығаруда векторларды қолдану 

1-есеп. ^ ( a + c j ( jb + d )  > Vab + Vcd' ,(a,b ,c , d >  0) теңсіздігін дәлелдеңдер.

Стандарт тәсіл бойынша шығару Векторлық әдіспен шығару
Берілген теңсіздіктің екі жағы да оң, 
сондықтан оның екі жағын да квадраттап 
мынаны аламыз:

(a + c)(b + d) > ab + cd + 2Vabcd ,
ab + ad + be + cd > ab + cd + 2Vabed ,

-------  be + ad
be + ad > 2V abed,

> j(ab)(cd),
болады. Егер be = p, ad = q деп 
белгілесек, онда > ^ p q . Коши
теңсіздігі деп аталатын ақиқат теңсіздік 
шығады. Олай болса берілген теңсіздікте 
ақиқат болады.

Берілген теңсіздікті
Va • Vb +Vc • Vd < Va + c • Vb + d
түрінде жазып алып, u  =  (Va ; Vc ) және 
v = (Vb ; Vd ) векторларын енгіземіз. 
Сонда бұл векторлардың скаляр 
көбейтіндісі u V  = Vab + Vcd, ал 
сәйкесінше ұзындықтары |u | =  V& + с 
және lvl = Vb + d болады. Алынған 
теңсіздіктерді u  • v < lul • lvl белгілі 
теңсіздігіне қоятын болсақ, u  • v =
Vab + Vcd < \u V  lvl = V& + c • Vb + d

теңсіздігі орындалады.

2-есеп. 5 sinx — 12cosx өрнегінің ең үлкен және ең кіші мәндері қандай болады? 
Шешуі. ~а =  (5; —12) және b = (sinx; cosx) векторлары болсын.
Сонда 5sinx — 12cosx өрнегі осы векторлардың скаляр көбейтіндісі болады:

~а • b = 5sinx — 12cosx . |~a • lb | <  |a | • |b | теңсіздігін ескеріп, (а • b )2 <  |cT|2 — lb | 2 

теңсіздігін аламыз.
Берілген шарт үшін (5sinx — 12cosx )2 < 132(sin2 x + cos2 x), яғни (5sinx — 

12cosx )2 < 1 3 2. Осыдан l5sinx — 12cosx | < 13 немесе —13 < 5sinx — 12cosx ) <  
13 . Сонымен, берілген өрнектің ең үлкен мәні 13, ең кіші мәні (-13)-ке тең болады.
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3- есеп. Егер х 2 +  у 2 +  z 2 =  1 ,болса, онда Vx4 +  1 +  ^ у 4 +  1 +  Vz4 +  1 >  V10, 
(1) теңсіздігі орындалатынын дәлелдеңдер.

Дәлелдеуі. Жазықтықтағы үш векторды а (х 2; 1), Ь ( у 2; 1) және c ( z 2; 1) 
қарастырайық. Сонда |а | =  Vx4 +  1, |й| =  ^ у ^ + Г  және |с| =  V z 4 +  1. Егер |d | =  а  +

b +  с арқылы жазсақ, онда |d | =  j ( x 2 +  у 2 +  z 2) 2 +  (1 +  1 +  1)2 =  V10 тең. |a | +  |b | >
|a  +  b| (1). Бұл жағдайда (1) теңсіздігі |a | +  |b | +  |С| >  |d | түріне келеді. Егер берілген 
теңсіздікке |a |, |й |, |С| және |d | үшін өрнектерді қойсақ, онда (1) теңсіздігі алынады.

4- есеп. Теңдеуді шешіңдер: xVx +  1 +  V3 — х =  2Vx2 +  1.
Шешуі. а (х ,  1) және b (V x  +  1, V3 — х) векторларын енгіземіз. Сонда |а | = 

Vx2 +  1, |b | =  ^ ( х  +  1) +  (3 — х) =  2 және формула бойынша a  • b =  xVx +  1 +
V3 — х. Берілген теңдеуден a - b  =  | a | - | b |  теңдігін аламыз, ал бұл a  және b
векторларының коллинеарлығын білдіреді. Олай болса келесі теңдеуді жазамыз:

х 1

Vx + 1 V3 — х
Осыдан, 0 < х < 3 алынады. Егер теңдеудің екі жағын да квадрат дәрежеге шығарсақ, 
онда х3 — 3х2 + х + 1 = 0 алынады, оның түбірлері xL = 1, х2,3 = 1 ± V2 болады. 0 < 
х < 3 болғандықтан, берілген теңдеудің түбірлері xL = 1 және х2 = 1 + V2 болады.

5- есеп. S  = 3cosx + 4srnx қосындысының ең үлкен мәнін табыңдар.
Шешуі. е = (cosx; sinx) және a = (3; 4) векторларын енгіземіз. Сонда, 

S  = 3cosx + 4sinx = a • e = |a| • |e| • cos(a, e). |a| = V32 + 42 = 5, |e| = * 1
Vstn2x + cos2x = 1. S  = 5 • cos(a, e). Осыдан 5ең үлкен = 5.

6- есеп. Теңдеулер жүйесін шешіңдер:
х + у + z = V13

Vx2 + 1 + ^ у 2 + 4 + Vz2 + 9 = 7.
Шешуі. a(x; 1), Ь(у; 2), c(z; 3) және s = a + £ + c  болсын. Сонда (2) жүйенің 

бірінші теңдеуін ескерсек, s  = (V13,6) және |s | = V13 + 36 = 7 алынады. Ал, 
|a| = Vх2 + 1, |ь| = Vy2 + 4 және |с | = Vz2 + 9, онда (2) жүйенің екінші теңдеуінен 
|а| + |й| + | с | = |s| шығады, мұндағы s  = a + b + с.

|a| + |Ь| + |с| = |s| теңдігі, a, Ь, c және s  векторларының коллинарлығын
„ х у  z Vl3 „ Vl3 Vl3 Vl3 _анықтайды, яғни -  = -  = -  = . Бұдан x1 = , y1 = —̂ - , z1 = - у -  табылады.
7-есеп. A B C  үшбұрышында M  нүктесі -  оның медиаларының қиылысу нүктесі

2)

(центроид немесе ауырлық центрі). М2 +  М.£ +  МС = 0 теңдігі орындалатынын 
дәлелдеңдер.

Шешуі.
1- т әсіл. 3АМ = У24 +  Х В  +  АС екені белгілі, мұндағы А-кеңістіктегі кез келген 

нүкте. Егер X  =  М  болса, онда 3ММ = МЛ + M B  +  МС болады. Демек, МЛ+ М В +МС=0
2- тәсіл. 2ЛМі=уЦ5’ +ЛС . МЛ=— Осыған ұқсас, М 5=— 2 #  М2 , МС= — 2 .  

Демек, М  +  М  +  МС = —2 - і ( Л 5 + Л С + 5 Л  +  5С +  С2І +  С5) =  0.
3-тәсіл. ^M L =  Л5 +  -5 С ; 5М 2 = 5С +  -СЛ; СМ3 = СЛ +  -А 5
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Демек, . АМ-^ +  ВМ 2 +  СМ 3 — ~ (-^-В +  +  СА') — 0. Демек, М А  +  M B  +  М С  — 0

8-есеп. G  нүктесі -  A B C  үшбұрышының центроиды. G A+G B+G C=0 екендігін 
дәлелдеңдер.

Д әлелдеуі. A K  медианасын жүргіземіз. G  нүктесі A K  медианасын A  нүктесінен 
бастап санағанда 2:1 қатынасында бөледі.

Сонымен қатар, GA және GK  векторлары қарама-қарсы бағытталған. Сонымен, 
2G K=-G A. Басқа жағынан, G K кесіндісі -  B C G  үшбұрышының медианасы. 2G K  векторын 
GA және GC векторлары арқылы өрнектейік. G K = G B + B K  және G K = G C + C K . Осы екі 
теңдікті мүшелеп қосамыз: 2G K  — GB +  GC +  ( СК +  В К ). Жақша ішінде жазылған 
векторлардың қосындысы 0-ге тең, өйткені С К =-В К . Ендеше, 2G K =G B + G C . Сондықтан,
-GA=GB+GC  және соңында: G A+G B+GC=0  аламыз. Дәлелдеу керегі де осы болған.

9-есеп. Паралелограммның диогандарының ұзындықтары квадраттарының 
қосындысы оның барлық қабырғаларының ұзындықтары квадраттарының қосындысына 
тең болатынын дәлелдеңдер.

Шешуі. OBCA-параллелограмм болсын. Егер а=О А  және Ь=ОВ  болса, онда 
а+Ь=О С  және a -Ь=АВ  -  оның диагональдарының векторлары болады.

Жеке есептейік: 
b 2 — 2 (a , Ъ),

(a  — b )  — (а  — Ь; а  — Ь) — (а , а )  -  2 (а , Ь) +  (Ь, Ь) — а 2 +  

( a  — b )  — a 2 +  b 2 — 2 (а , b ), (3)
Осыған ұқсас:

( a  +  b )  — а 2 +  Ь2 +  2 (а , Ь), (4) 
(3) және (4) теңдіктерін мүшелеп қосамыз:
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(a — b) + (а + Ь) = 2а2 + 21)2-. (5)
|5С| = \ОА\ = |а^ | және \АС\ = |05 | = \Ь\ болғандықтан, (5) бойынша:

|]^ |2 + |о с |2 = \а в \2 + \ о с \ 2  = ( \о а \2 + \ а с \ 2 )  + ( |0 5 |2 + \АС\2) .

Қорытынды
Қорытындылай келе, осы келтірілген әдістемелік ерекшеліктерді пайдалана білу 

оқушыларда мұғалім қаруландырған белгілі бір білімдердің, біліктері мен 
дағдыларының болуын талап етеді. Олардың ішіндегі ең маңыздылары мыналар:

I. Геометриялық тілден векторлыққа және керісінше әте білу;
II. Ең маңызды векторлық қатынастар мен олардың ерекшеліктерін білу;
III. Бір векторды басқа векторлар арқылы өрнектей білу;
IV. Векторлық өрнектерді түрлендіре білу.
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